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Аннотация: Получены одномерные по координате математические модели для определения температурного 

поля при шлифовании по глубине поверхностного слоя и во времени, которые учитывают охлаждение двух видов: 

за счет теплопроводности обрабатываемого материала при отсутствии нагрева и за счет охлаждающего воздейст-

вия смазочно-охлаждающей жидкости (СОЖ) на обработанную поверхность. В первом случае – при граничных 

условиях второго рода на этапе нагрева и применении метода суперпозиции тепловых полей, во втором – при гра-

ничных условиях второго и третьего рода в зоне нагрева и охлаждения, соответственно. Для второго случая (при-

нудительное охлаждение) это позволило устранить известное противоречие, характерное для двумерной модели 

температурного поля, когда на этапе нагрева одновременно действовали граничные условия второго и третьего 

рода. В данной модели охлаждение обусловлено не только отсутствием нагрева в зоне охлаждения, но также теп-

лообменом между обработанной (нагретой) поверхностью и СОЖ, причем СОЖ в указанной модели температуры 

имеет учитываемую при охлаждении собственную температуру. Распределение температуры по глубине поверх-

ностного слоя в момент окончания этапа нагрева является начальным условием для определения температурного 

поля на этапе охлаждения в любой момент времени, отсчитываемого от окончания этапа нагрева. Установлено 

влияние охлаждающего воздействия СОЖ не только на температуру поверхности, но также на ее распределение 

по глубине поверхностного слоя в любой момент времени. Подтверждено, что на этапе охлаждения температура  

в глубинных слоях материала может превышать температуру вышележащих слоев, т. е. имеет место изменение 

направления теплового потока, которое оказывает влияние на характер структурно-фазовых превращений мате-

риала поверхностного слоя. 

 

ВВЕДЕНИЕ 

При шлифовании причиной появления структур 

вторичной закалки или отпуска в поверхностном слое 

обрабатываемой заготовки является высокая темпера-

тура в зоне контакта. Для управления свойствами по-

верхностного слоя при шлифовании необходима мате-

матическая модель процесса, позволяющая установить 

влияние отдельных его параметров на температурное 

поле в зоне обработки и за ее пределами. Теплофизика 

технологических процессов развивается в двух направ-

лениях: решение задач без учета теплообмена с окру-

жающей средой (шлифование всухую) и с учетом теп-

лообмена, когда обработанный участок поверхности 

охлаждается за счет смазочно-охлаждающей жидкости 

(СОЖ). С единых позиций следует рассмотреть оба 

направления.  

Особенностью первого является возможность ис-

пользования принципа суперпозиции температурных 

полей от действия на обрабатываемую поверхность 

разных тепловых источников. При шлифовании с ох-

лаждением этот принцип не действует, что осложняет 

решение задачи о температурном поле. Вопрос о влия-

нии охлаждения на температурное поле при шлифова-

нии рассматривается, начиная с шестидесятых годов 

прошлого века. Актуальность его значительно возросла 

по мере появления современных смазочно-охлажда-

ющих технологических средств [1] и новых способов 

их доставки в зону резания и для охлаждения заготов-

ки. Сухое шлифование, шлифование с экономным рас-

ходованием СОЖ (и других видов смазочных средств) 

или подача СОЖ под давлением – все эти вопросы тре-

буют научного решения задачи об охлаждении, по-

скольку в зоне резания одновременно протекает не-

сколько физических процессов [2], но тепловой процесс 

относится к доминирующим [3]. Основы теплофизики 

процессов механической обработки, рассмотренные  

в работах [4; 5], не в полной мере учитывают особенно-

сти процессов шлифования в связи со значительно 

меньшей толщиной снимаемого припуска.  

Основные теоретические исследования в этой об-

ласти приведены в работах научной школы профессора 

А.В. Якимова [6–9]. Итоги этих исследований по влия-

нию принудительного охлаждения приведены в работе 

[10]. Некоторое развитие вопроса имеется в работах 

Д.Г. Евсеева [11; 12], однако вопросу принудительного 

охлаждения не уделено должного внимания. В этой 

связи целью работы является получение математиче-

ской модели для определения температуры шлифова-

ния с учетом охлаждающего воздействия СОЖ и ее 

температуры.  

 

МЕТОДИКА ПРОВЕДЕНИЯ ИССЛЕДОВАНИЙ 

Моделирование температурного поля обычно про-

изводят на основе теплофизической схемы теплового 

процесса (рис. 1). Наиболее распространена теплофизи-

ческая схема – подвижный полосовой источник тепла 

(рис. 1 а).  

В соответствии с этой схемой по адиабатической 

поверхности х=0 полуограниченного тела в направле-

нии оси z движется со скоростью V бесконечно длин-

ный (по оси y) полосовой источник тепла шириной 2h 

[10; 11]. Плотность теплового потока в пределах теп-

лового источника принимают равной постоянной ве-

личине q. Теплообмен адиабатической поверхности 
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Рис. 1. Схема подвижного (а) и неподвижного (б, в) источника тепла  

(в заштрихованной зоне имеют место граничные условия второго рода):  

1, 2 – плоские торцы полуограниченного в направлении оси х тела (б)  

и тонкого адиабатического стержня (в), соответственно 

 

 

с окружающей средой отсутствует. Передача тепло-

вой энергии в направлении координаты x (глубинные 

слои) и z (в направлении движения источника) осу-

ществляется за счет теплопроводности, т.е. теплооб-

мен с окружающей средой отсутствует. Решение теп-

ловой задачи для данной теплофизической схемы 

(рис. 1 а) впервые получено применительно к так 

называемому скользящему контакту (термин Д. Егера 

в работе [13]), представляющему собой «полосовой 

источник тепла» (термин, принятый позднее в лите-

ратуре). Применительно к шлифованию эта модель 

была усовершенствована [10; 14]. Результатом реше-

ния этой теплофизической задачи является уравне-

ние, описывающее температурное поле от подвижно-

го полосового источника [10]: 
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где q – плотность теплового потока, Вт/м2;  

a – температуропроводность, м2/с;  

λ – теплопроводность, Вт/(м·°С);  

V – скорость движения источника тепла в направлении 

оси z (рис. 1 а), м/с;  

K0 – модифицированная функция Бесселя второго рода 

нулевого порядка;  

H – безразмерная полуширина источника тепла;  

X – безразмерная координата;  

h – полуширина источника тепла, м;  

х – размерная координата, направленная по глубине 

поверхностного слоя, м;  

τVzz  – размерная координата в направлении век-

тора скорости источника тепла, причем в зоне контакта 

hz 0 , м;  

z  – дополнительная переменная, м;  

τ   – время, определяющее координату z в квазиустано-

вившемся температурном процессе, с.  

Уравнение (1) не позволяет учитывать влияние при-

нудительного охлаждения на температурное поле при 

шлифовании, оно достаточно сложное для использова-

ния в системах технологической диагностики. Попытка 

учесть влияние СОЖ [10; 15] позволила получить толь-

ко приближенное решение. Сложность задачи обуслов-

лена необходимостью учесть одновременно граничные 

условия второго и третьего рода – условий теплообмена 

на поверхности тела. В зоне контакта действуют гра-

ничные условия второго рода, т. е. задается тепловой 

поток, а за пределами этой зоны, куда попадает СОЖ, 

действуют граничные условия третьего рода, т. е. зада-

ются условия конвективного теплообмена. Как следст-

вие, тепловая задача характеризуется разрывными (не-

однородными) граничными условиями, для учета кото-

рых необходимо применять специальные математиче-

ские приемы. Полученное в работе [10] решение имеет 

ряд недостатков: не оценена погрешность принятых 

допущений, не учитывается влияние температуры СОЖ 

на температуру шлифования. В этом решении охлаж-

дающее действие СОЖ учитывается только через ко-

эффициент теплообмена α, температура СОЖ принята 

равной нулю на этапе постановки задачи [10; 15]. 

Предлагается новый подход к определению темпе-

ратуры шлифования на поверхности и по глубине по-

верхностного слоя. Сущность этого подхода заключа-

ется в следующем. Температурный цикл шлифования 

разбивается на два последовательных этапа во времени, 

как это в действительности имеет место при шлифова-

нии. На первом этапе происходит нагрев обрабатывае-

мой поверхности в течение времени воздействия ис-

точника тепла с плотностью теплового потока q. На 

втором этапе, начальные условия для которого созда-

ются на этапе нагрева, происходит охлаждение обрабо-

танной поверхности за счет теплопроводности или  

в условиях ее конвективного теплообмена с СОЖ. Для 

реализации подхода необходимо разработать единую 

математическую модель температурного цикла шлифо-

вания, включающего этапы нагрева и охлаждения по-

верхности, а также исследовать по этой модели влияние 

принудительного охлаждения (за счет воздействия 

СОЖ) на распределение температуры по глубине по-

верхностного слоя.  

Ближайшим аналогом рассмотренной двумерной 

теплофизической модели, на основе которой получено 

уравнение (1), является одномерная теплофизическая 

модель процесса (рис. 1 б). В соответствии с этой моде-

лью постоянный по величине тепловой поток )(tq  дей-

ствует на плоской граничной поверхности полубеско-

нечного тела в течение ограниченного времени нагрева 

Н0 tt  , где 
V

h
t

2
Н  . Это время точно равно времени 

прохождения «теплосоздающей» полосы шириной 2h 

со скоростью V над исследуемой точкой шлифуемой 

поверхности [16], т. е. 
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Особенностью этой модели является возможность 

замены ограниченного по ширине плоского полосового 

источника тепла (рис. 1 а) плоским торцом полубесконеч-

ного твердого тела (рис. 1 б), на котором столько же вре-

мени ( Н0 tt  ) действует неподвижный источник тепла 

[17–19]. Причем площадь плоского торца может быть ли-

бо не ограничена (заштрихованная зона 1 на рис. 1 б), ли-

бо ограничена площадью плоского торца вертикального 

стержня (заштрихованная зона 2 на рис. 1 в). Габарит-

ный размер l этого стержня (рис. 1 в) при любой конфи-

гурации его торца может быть уменьшен до величины, 

при которой в направлении оси x стержня направлен 

«линейный» тепловой поток )(tq  в интервале времени 

Н0 tt  . Слово «линейный» (по терминологии работы 

[19]) означает, что вектор )(tq  теплового потока  

в любой точке стержня параллелен оси x. Предполага-

ется, что площадь зоны 2 с габаритным размером l со-

ставляет меньшую часть площади зоны 1. Причем та-

кую часть, при которой искажение «линейности» теп-

лового потока по глубине рассматриваемого поверхно-

стного слоя отсутствует (линии теплового потока пер-

пендикулярны торцу и параллельны оси x).  

Уравнение, описывающее одномерное температур-

ное поле  txT ,  на интервале времени нагрева 

Н0 tt  , имеет вид [16; 19]: 
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где t – время действия неподвижного источника тепла 

(время нагрева обрабатываемой поверхности), причем 

Н0 tt  , с;  

)(uierfc  – обозначение специальной функции, причем [20] 
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Для описания температурного поля с помощью од-

номерного уравнения (3) на интервале времени охлаж-

дения Ht , когда охлаждение поверхности про-

изводится только за счет теплопроводности обрабаты-

ваемого материала (без СОЖ), предлагается применить 

принцип суперпозиции (сложения) двух температурных 

полей от действия двух источников тепла (рис. 2). 

Первый тепловой источник с положительной плот-

ностью теплового потока +q действует в интервале 

времени  t0  (рис. 2 а), а второй – с отрицательной 

плотностью теплового потока -q действует в интервале 

времени  ttH  (рис. 2 б). Суперпозиция двух теп-

ловых полей от действия указанных источников тепла 

равносильна действию одного ограниченного по вре-

мени источника тепла – теплового импульса – на ин-

тервале времени Н0 tt   (рис. 2 а).  

Расчет температуры от действия указанных выше 

источников тепла на интервалах времени H0 tt   (на-

грев) и  ttH  (охлаждение) производят, соответст-

венно, по формулам: 

 

ta

xtаq
txT

2
ierfc

λ

2
),(НАГР   

 

 

  .
)(2

ierfc)(

2
ierfc

λ

2
),(

Н

Н

ОХЛ



















tta

x
ttа

ta

x
tа

q
txT

              

(4)

 

 

Таким образом, одна двумерная математическая мо-

дель (1) идентична совокупности двух одномерных ма-

тематических моделей (4). Отличие вызвано только 

количеством пространственных координат: x, z (две 

пространственные координаты) и x (одна пространст-

венная координата). Установлено [16], что при шлифо-

вании на этапе нагрева в интервале 204  H  при рас-

чете максимальных температур на поверхности и по 

глубине поверхностного слоя, ограниченного уровнем 

двукратного падения температуры, двумерная модель  

с уравнением (1) и одномерная модель с уравнением (4) 

дают результаты, отличающиеся не более чем на 5 %. 

Однако обе эти модели (одномерная и двумерная) не 

учитывают охлаждающего влияния СОЖ на температуру 

 

 

 
 

 

Рис. 2. Замена источника тепла с плотностью теплового потока +q на интервале времени Н0 tt   (а)  

на два источника тепла с плотностями теплового потока +q и -q  

на интервалах  t0  и  ttH  (б, в), соответственно 
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шлифования и на ее распределение по глубине поверх-

ностного слоя, поскольку в обоих случаях охлаждение 

вызвано только отсутствием нагрева, т. е. явлением 

теплопроводности обрабатываемого материала при от-

сутствии теплового потока на поверхности.  

Очевидно, что распределение температуры по глу-

бине поверхностного слоя в конце этапа нагрева явля-

ется начальным условием для определения температур-

ного поля на этапе охлаждения. Для определения тем-

пературы шлифования ТОХЛ(х,t) на этапе охлаждения  

(с начальными условиями, полученными на этапе на-

грева) можно использовать уравнение [19]:  
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где t, τ – время охлаждения и переменная интегрирова-

ния, соответственно, с;  

a

α
A   – приведенный коэффициент теплообмена, 

Дж/(м4∙ºС);  
α – коэффициент теплообмена, Вт/(м2∙ºС);  

Т0 – температура обрабатываемого материала до шли-

фования, °С;  

φ(τ) – исходная температура СОЖ, которая может 

изменяться на интервале времени охлаждения 

tτ 0 , °С. 

Совокупность уравнений (3) и (5) описывает темпе-

ратурное поле при шлифовании на этапах нагрева  

и охлаждения обрабатываемой поверхности, соответст-

венно, причем уравнение (5), в отличие от уравнения 

(4), учитывает принудительное охлаждающее действие 

СОЖ. Единство задачи определения температурного 

цикла шлифования в составе «нагрев – охлаждение» 

обеспечивается тем, что температура любой точки по-

верхности и поверхностного слоя в конце временного 

этапа нагрева является температурой в начале времен-

ного этапа охлаждения. 

 

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ 

До сих пор не исследовано температурное поле по 

уравнению (5), которое имеет ряд важных особенно-

стей в условиях принудительного охлаждения. Это 

уравнение позволяет учесть не только охлаждающие 

свойства СОЖ, но также ее температуру φ(τ), которая 

может быть постоянной или переменной во времени. 
Исследование уравнения (5) проводили в среде 

MathCAD при следующих исходных данных, характе-
ризующих процесс шлифования: a=8·10 -6  м2/с;   
λ=42 Вт/(м·°С); q=40·106 Вт/м2; α=10 000 Вт/(м2∙ºС); 
φ(τ)=20 °С. Время нагрева (tH) и охлаждения (t) в урав-
нениях (4) и (5), составляющие вместе единое время 
цикла шлифования tΣ, на соответствующих этапах 
шлифования изменяли в одинаковых интервалах: 

1,00 Н  t с (нагрев) и 1,00  t с (охлаждение).  

В едином процессе нагрева и охлаждения (рис. 3) 

эти интервалы составляют: 1,00  Σt с (нагрев)  

и 2,01,0  t  с (охлаждение). 

Видно, что при x=500 мкм и 1000 мкм температура 

шлифования (Т, °С) продолжает увеличиваться до мак-

симального значения 560 °С и 370 °С даже на этапе 

охлаждения, а затем уменьшается. 

Возрастание температуры в глубинных слоях мате-

риала на этапе охлаждения, т. е. на этапе времени 

2,01,0  t  с, установлено также В.А. Сипайловым 

при анализе двумерного уравнения, учитывающего те-

плообмен [10]. Сходство результатов расчета по урав-

нению (5) и по двумерному уравнению [10; 11] под-

тверждает правомерность уравнения (5) для описания 

температурного поля на этапе охлаждения при наличии 

теплообмена. 

Полученная и исследованная математическая мо-

дель температурного поля в условиях принудительного 

охлаждения обрабатываемой поверхности может найти 

дальнейшее применение для условий нестационарной 

обработки металлов резанием [21], а также при разра-

ботке системы адаптивного управления процессом 

шлифования по температурному критерию в соответст-

вии с алгоритмами оптимизации процессов механиче-

ской обработки [22]. 

 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ  

1. Предложена новая методика определения темпе-

ратуры шлифования, в соответствии с которой темпе-

ратуру находят последовательно на этапе нагрева и ох-

лаждения по уравнениям (4) при охлаждении за счет 

теплопроводности и по уравнениям (3) и (5) – при при-

нудительном охлаждении. 

2. Использовано уравнение (5) для определения 

температуры шлифования во времени и по глубине по-

верхностного слоя на этапе принудительного охлажде-

ния за счет СОЖ, позволяющее установить влияние 

постоянной и переменной температуры СОЖ на темпе-

ратурное поле при шлифовании. 

3. Разработана единая математическая модель тем-

пературного цикла шлифования, содержащего этапы 

нагрева и охлаждения при граничных условиях второго 

и третьего рода, соответственно. Это позволило уст-

ранить противоречие, характерное для двумерной мо-

дели температурного поля, когда на этапе нагрева од-

новременно действовали граничные условия второго  

и третьего рода. 

4. Исследовано влияние СОЖ на температуру 

шлифования и ее распределение по глубине поверхно-

стного слоя. 

(5) 

. 
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Рис. 3. Изменение температуры  °С во времени ( 2,00  Σt  с) на этапах нагрева ( 1,00  Σt  с) 

 и охлаждения ( 2,01,0  Σt ): 1, 2, 3, 4–x=0, 200, 500, 1000 мкм при α=104 Вт/(м∙°С); 5–x=0 при α=0 

 

 

5. Подтверждено, что на этапе охлаждения темпера-

тура в глубинных слоях материала может превышать 

температуру вышележащих слоев, т. е. имеет место 

изменение направления теплового потока, которое ока-

зывает влияние на характер структурно-фазовых пре-

вращений материала поверхностного слоя. 
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Abstract: The authors obtained the one-dimensional (in the coordinate) mathematical models to determine temperature 

field during grinding from the surface layer depth and in the course of time. These models take into account two types of 

cooling: cooling caused by the lack of heating, i.e. due to thermal conductivity of the processed material, and cooling due 

to the impact of lubricoolant on the processed surface. In the first case, the boundary conditions of the second kind at  

the stage of heating and application of method of thermal fields superposition were used; in the second one, the boundary 

conditions of the second and the third kinds were used in the heating and cooling area, respectively. In the second case 

(forced cooling), it became possible to eliminate a certain contradiction, which is the characteristic of two-dimensional 

temperature field model when the boundary conditions of the second and the third kinds acted simultaneously in the phase 

of heating. Within this model, the cooling is caused not only by the lack of heating in the cooling area, but also by heat 

exchange between the processed (heated) surface and the cutting lubricoolant, and the lubricoolant in this temperature 

model has its own temperature taken into account during the cooling process. Temperature distribution throughout the sur-

face layer depth at the end of heating phase is the initial condition for determination of temperature field on the stage of 

cooling at any time measured from the end of heating phase. The authors determined the influence of lubricoolants cooling 

action not only on the surface temperature, but also on its distribution throughout the depth of the surface layer at any time. 

The study confirmed that the temperature of material deep layers may exceed the temperature of upper layers during the 

cooling phase, i.e. the change of heat flow direction takes place that influences the nature of structural and phase transi-

tions of the material surface layer.  
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