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Аннотация: В технических системах, в том числе в авиационной и космической технике, в частности  

в авиационных трансмиссиях, подшипниках, орбитальных системах, вертолетных механизмах и многих других, 

широко распространены комбинированные вращательные движения, и при конструировании важно представлять 

характер суммарного движения. Цель исследования состоит в обобщении принципа комбинации движений на 

круговые движения. Рассматривается координатная система x'0'y', которая вращается в координатной системе x0y 

без углового ускорения со скоростью ω. Радиус вращения равен ρ1. При этом 0x || 0'x', 0y || 0'y'. Объект a вращается 

в координатной системе x'0'y' без углового ускорения со скоростью ±ω. Радиус вращения равен ρ2. Установлено, 

что при вращениях в противоположные стороны траектория суммарного движения представляет собой эллипс. 

Определены все стандартные характеристики эллипса применительно к рассматриваемому случаю. Установлен 

наклон эллиптической траектории. Показано, что если траектория суммарного движения является эллиптической 

и полуоси равны (ρ1+ρ2) и |ρ1−ρ2|, то объект a совершает круговое движение в координатной системе x'0'y' без уг-

лового ускорения со скоростью −ω. Подобно тому как результатом суперпозиции двух неускоренных прямоли-

нейных движений является также неускоренное, т. е. равномерное и прямолинейное, движение, при вращениях  

в одну сторону траектория суммарного движения представляет собой окружность. При круговых движениях  

с кратными скоростями траектории суммарного движения представляют собой улитки. Практический аспект ис-

следования определяется тем, что полученные формулы могут непосредственно использоваться в САПР при вы-

полнении конструкторских работ. 

Ключевые слова: комбинация движений; круговые движения; эллиптическая траектория; круговая траектория; 

кратные скорости. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Исследование относится к кинематике машин и ме-

ханизмов, играющей важную роль в технологии маши-

ностроения. С развитием и повсеместным внедрением 

систем автоматизированного проектирования (САПР) 

приобретает актуальность аналитическое описание тра-

екторий исполнительных органов технических систем, 

совершающих сложное движение [1–3]. Проблема со-

стоит в том, что комбинация наиболее распространен-

ных простых вращательных движений порождает 

сложные траектории, аналитическое описание которых 

неочевидно [4–6], что затрудняет использование САПР 

[7–9]. 

В части комбинации движений в литературе исчер-

пывающе описаны комбинированные линейные движе-

ния [10–12]. При этом результатом суперпозиции двух 

неускоренных прямолинейных движений является так-

же неускоренное, т. е. равномерное и прямолинейное, 

движение (рис. 1). Здесь v1 – скорость координатной 

системы  x'0'y' в координатной системе x0y; v2 – ско-

рость объекта a в координатной системе x'0'y';  

v3 – скорость объекта a в координатной системе x0y. 

Очевидно, что конец вектора A описывает отрезок пря-

мой линии. Этот же принцип используется при описа-

нии неускоренных прямолинейных движений в техни-

ческих системах [13; 14]. 

В литературе описаны и комбинированные круговые 

движения [15; 16]. Однако аналитические описания ре-

зультирующих траекторий при этом не рассматриваются. 

Значение круговых движений для технических при-

ложений и особенно для машиностроения значительно 

выше, чем прямолинейных. В подавляющей части ма-

шин и механизмов, в том числе в металлорежущих 

станках, исполнительные органы совершают именно 

круговые движения. Даже те механические устройства, 

рабочие органы которых совершают прямолинейные 

перемещения, имеют силовой привод вращательного 

действия. В немалой степени это обусловлено тем, что 

электротехническая промышленность выпускает элек-

трические двигатели преимущественно вращательного 

действия. Свою роль играет то, что вращательное дви-

жение несопоставимо легче и проще трансформиро-

вать, чем прямолинейное. 

Помимо указанных очевидных преимуществ круго-

вого движения над прямолинейным есть еще один ве-

сомый аргумент в пользу первого. Прямолинейные пе-

ремещения исполнительных органов машин и механиз-

мов в силу их конечных размеров являются, как прави-

ло, возвратно-поступательными. При таком характере 

движения массивных деталей и узлов развивается зна-

чительная реактивная механическая мощность [17], 

которая за счет электромеханических преобразований  

в силовом электроприводе трансформируется в элек-

трическую реактивную мощность питающей сети, 

существенно ухудшая качество электрической энер-

гии. Причина этого вредного явления заключается  

в том, что кинетическая энергия массивного узла или 

детали, совершающих возвратно-поступательные 

(осциллирующие) движения, непрерывно изменяется. 
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Рис. 1. Сложение неускоренных движений 

Fig. 1. Composition of non-accelerated motions 

 

 

 

При вращательном же движении в установившемся 

режиме кинетическая энергия неизменна и механиче-

ская реактивная (знакопеременная) мощность не разви-

вается. Таким образом, вращательное движение энерге-

тически несопоставимо выгоднее прямолинейного. 

В источниках [18–20] представлены различные ас-

пекты функционирования САПР. При этом вопросы 

использования математических описаний перемещений 

при проектировании не затрагиваются. 

Несмотря на то, что комбинированные круговые 

движения широко распространены в технологических 

операциях, соответствующие им траектории не имеют 

аналитических описаний. 

Цель исследования – обобщение принципа комби-

нации движений на круговые движения, задача – полу-

чение математических формул, описывающих траекто-

рии комбинированных круговых движений. 

 

МЕТОДИКА ПРОВЕДЕНИЯ ИССЛЕДОВАНИЙ 

Искомые результаты устанавливаются методом до-

казательства теорем. При этом отправными точками 

математических рассуждений являются широко извест-

ные истинные высказывания, в том числе описания по-

ложения точек в декартовой системе координат. К ним 

применяются формально-тождественные математиче-

ские операции. Поэтому истинность окончательного 

результата эквивалентна истинности исходного выска-

зывания, которая не может вызывать сомнений. 

 

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ 

Пусть координатная система x'0'y' вращается в ко-

ординатной системе x0y без углового ускорения со ско-

ростью ω. Радиус вращения равен ρ1. При этом 0x || 0'x', 

0y || 0'y'. Объект a вращается в координатной системе 

x'0'y' без углового ускорения со скоростью ±ω. Радиус 

вращения равен ρ2. 

 

Вращения в противоположные стороны 

Теорема 1. При вращениях в противоположные сто-

роны траектория суммарного движения представляет 

собой эллипс.  

Доказательство.  

В координатной системе x0y начало 0' координатной 

системы x'0'y' определяется следующим образом: 

 

)cos( 111  tx , )sin( 111  ty .         (1) 

 

В координатной системе x'0'y' объект a, соответст-

венно, определяется: 

 

)cos( 222  tx , )sin( 222  ty , 

 

где φ1, φ2 – начальные фазы. 

В координатной системе x0y объект a определяется 

следующим образом: 

 

)cos()cos( 221121  ttxxx , 

 

)sin()sin( 221121  ttyyy . 

),sinsin(sin

)coscos(cos

2211

2211





t

tx
 

 

).sinsin(cos

)coscos(sin

2211

2211





t

ty
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Последнее выражение представляет собой формулу 

эллипса. 

Теорема доказана. 

Теорема 2. Полуоси фигуры (2) определяются как 

(ρ1+ρ2) и |ρ1−ρ2|. 

Доказательство.  

При условии φ1=φ2=0 выражение (2) приводится к ка-

нонической форме: 
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Теорема доказана. 

Следствие 2-1. Если ρ1=ρ2=ρ, то траектория сум-

марного движения является прямолинейной. Ее длина 

равна 4ρ. 

Далее в следствиях 2-2–2-4 представлены стандарт-

ные характеристики эллипса применительно к рассмат-

риваемому случаю. 

Следствие 2-2. Эксцентриситет  
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Следствие 2-3. Для формы (3) справедливо выра-

жение для фокусов 

 

 0,2 212,1 f . 

 

Следствие 2-4. Корни характеристического урав-

нения  
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Теорема 3. В координатной системе x0y эллипти-

ческая траектория имеет наклон (φ1+φ2)/2. 

Доказательство.  

Если форму (3) повернуть на (φ1+φ2)/2, она преобра-

зуется следующим образом: 
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Это выражение идентично формуле (2). 

Теорема доказана. 

Пример. Если φ1=120°, φ2=−30°, то эллиптическая 

траектория имеет наклон (φ1+φ2)/2=(120–30)/2=45° 

(рис. 2). 

Нетрудно доказать теорему, обратную первой. 

Теорема 4. Если траектория суммарного движения 

является эллиптической и полуоси равны (ρ1+ρ2)  

и |ρ1−ρ2|, то объект a совершает круговое движение  

в координатной системе x'0'y' без углового ускорения 

со скоростью −ω. 

Доказательство.  

Пусть φ1=φ2=0 (канонический случай) и ρ1>ρ2.  

В координатной системе x0y начало 0' координатной 

системы x'0'y' описывается формулами (1). При этом 

объект a в системе x0y определяется в соответствии  

с параметрическими формулами: 

 

tx  cos)( 21 , ty  sin)( 21 .
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Рис. 2. Эллиптическая траектория 

Fig. 2. Elliptical trajectory 

 

 

 

Поскольку 21 xxx  , 21 yyy  , то в координат-

ной системе x'0'y' объект a определяется следующим 

образом: 
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Это параметрическое уравнение окружности. 

Теорема доказана. 

Замечание. Из формулы (3) следует, что при враще-

ниях в противоположные стороны траектория суммар-

ного движения превращается в окружность при выпол-

нении условия 2
21

2
21 )()(  , что возможно 

лишь в случаях ρ1=0 или ρ2=0. 

 

Вращения в одну сторону 

Теорема 5. При вращениях в одну сторону траек-

тория суммарного движения представляет собой окруж-

ность.  

Доказательство.  

В координатной системе x0y начало 0' координатной 

системы x'0'y' описывается формулами (1).  

В координатной системе x'0'y' объект a определяется 

следующим образом: 

 

)cos( 222  tx , )sin( 222  ty . 

 

В координатной системе x0y объект a, соответст-

венно, определяется: 

 

)cos()cos( 221121  ttxxxa , 

)sin()sin( 221121  ttyyya . 

Для радиус-вектора A справедливо преобразование 
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Величина радиус-вектора A не меняется. Это воз-

можно лишь в том случае, если траектория суммарного 

движения является окружностью. 

Теорема доказана. 

Следствие 5-1. Объект a вращается в координатной 

системе x0y без углового ускорения со скоростью ω.  

Следствие 5-2. Радиус вращения равен  

 

)cos(2 2121
2
2

2
1  . 

 

Нетрудно доказать теорему, обратную пятой. 

Теорема 6. Если траектория суммарного движения 

является круговой, то объект a совершает круговое 

движение в координатной системе x'0'y' без углового 

ускорения со скоростью +ω. 

Доказательство.  

Пусть φ1=φ2=0.  

В координатной системе x0y начало 0' координатной 

системы x'0'y' описывается формулами (1). При этом 

объект a в системе x0y определяется в соответствии  

с параметрическими формулами: 

 

tx  cos)( 21 , ty  sin)( 21 . 
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Поскольку 21 xxx  , 21 yyy  , то в координат-

ной системе x'0'y' объект a определяется следующим 

образом: 

 

tttxxx  coscoscos)( 212112 , 

 

tttyyy  sinsinsin)( 212112 . 

 

Это параметрическое уравнение окружности. 

Теорема доказана. 

Теорема 7. Если скорость вращения объекта a в ко-

ординатной системе x'0'y' равна нулю, то траектория 

суммарного движения является окружностью с центром 

в точке с координатами 22 cosаx , 22 sinay   

и с радиусом ρ1. 

Доказательство.  

В координатной системе x0y начало 0' координатной 

системы x'0'y' описывается формулами (1).  

В координатной системе x'0'y' объект a определяется 

следующим образом: 

 

222 cosx , 222 siny . 

 

В координатной системе x0y объект a, соответст-

венно, определяется: 

 

221121 cos)cos(  txxxа , 

 

221121 sin)sin(  tyyyа , 

 

)cos(cos 1122  txа , 

)sin(sin 1122  tyа , 

 
2
1

2
22

2
22 )sin()cos(  aa yx . 

 

Теорема доказана. 

 

Круговые движения с кратными скоростями 

Объект a вращается в координатной системе x'0'y' 

без углового ускорения со скоростью +2ω, φ1=φ2=0. 

В координатной системе x0y начало 0' координатной 

системы x'0'y' определяется следующим образом: 

 

tx  cos11 , ty  sin11 . 

 

В координатной системе x'0'y' объект a, соответст-

венно, определяется: 

 

tx  2cos22 , ty  2sin22 . 

 

В координатной системе x0y объект a определяется 

следующим образом: 

 

ttxa  2coscos 21 , 

 

ttya  2sinsin 21 . 

 

На рис. 3 показана траектория объекта a (ρ1=ρ2).

 

 

 

 
 

 
Рис. 3. Траектория типа улитки 

Fig. 3. Snail-type trajectory 
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В полярных координатах эта траектория представи-

ма в виде 
 


3

2
cos221 . 

 
Петля в траектории появляется при выполнении со-

отношений 
 

tt  2sinsin 21 , 

 

ttt  cossin2sin 21 , 

 

t cos2 21 . 

 
Если ρ1≥2ρ2, петля не образуется. Такая траектория 

показана на рис. 4. 

 

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Полученные уравнения эллипса (2) и (3) выражают-

ся через радиусы вращения ρ1 и ρ2, а не через полуоси, 

как в традиционном описании, что составляет предмет 

научной новизны, в том числе в области аналитической 

геометрии. 

Все стандартные характеристики эллипса, такие как 

эксцентриситет, фокусы, корни характеристического 

уравнения, выражаются через радиусы вращения ρ1  

и ρ2, что тоже составляет предмет научной новизны. 

Классическое общеизвестное «механическое» свой-

ство эллипса связано с механическим способом его по-

строения, заключающимся в том, что нерастяжимую 

нить длиной, равной большой оси эллипса, закрепляют 

в его фокусах и натягивают на карандаш. При пере-

мещении карандаша по скользящей натянутой нити 

его след изображает эллипс. Очевидным недостатком 

этого способа является малая вероятность применения 

его на практике, бесперспективность создания его 

инженерных аналогов и их использования в технике   

и технологиях. 

Изображенный на рис. 2 способ построения эллипса 

посредством двух противоположно вращающихся ра-

диусов ρ1 и ρ2, напротив, уже имеет самые разнообраз-

ные инженерные аналоги, широко используемые в тех-

нике, например в планетарных редукторах, подшипни-

ках качения и т. д. 

Механическое построение эллипса в соответствии  

с рис. 2 предполагает, что первый радиус ρ1 больше 

второго радиуса ρ2. Вместе с тем формула (3) допуска-

ет, что если ρ1<ρ2, то результирующей траекторией по-

прежнему будет эллипс. 

Подобно тому как результатом сложения двух равно-

мерных прямолинейных движений является также рав-

номерное прямолинейное движение, результатом сло-

жения двух равномерных однонаправленных круговых 

движений является равномерное круговое движение.  

В этом проявляется обобщение принципа относитель-

ности Галилея при прямолинейном движении на вра-

щательное движение. Такие движения не менее широко 

распространены в технике, как в случае разнонаправ-

ленных вращений. 

Особенностью комбинации кратных вращений явля-

ется экзотическая форма траекторий.  

 

 

 

 
 

 
Рис. 4. Улитка без петли 

Fig. 4. A snail without a loop 
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Дальнейшие исследования в этом направлении мо-

гут касаться комбинации некратных вращений, а также 

комбинации вращений со сложными движениями. 

Практический аспект исследования определяется 

тем, что полученные формулы могут непосредственно 

использоваться в САПР при выполнении конструктор-

ских работ. 

 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

При вращениях в противоположные стороны траек-

тория суммарного движения представляет собой эллипс. 

При вращениях в одну сторону траектория суммар-

ного движения представляет собой окружность. 

При круговых движениях с кратными скоростями 

траектории суммарного движения представляют собой 

улитки. 
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Abstract: In technical systems, including aviation and space technology, and in particular, in aircraft transmissions, 

bearings, orbital systems, helicopter mechanisms, and many others, the combined rotational movements are widespread, 

and when designing, it is important to understand the nature of joint motion. The paper aimed at the generalization of  

the principle of the combination of motions in circular movements. The author considered the x'0'y' coordinate system that 

rotates in the x0y coordinate system without angular acceleration with the velocity ω. The radius of rotation is equal to ρ1. 

Wherein 0x || 0'x', 0y || 0'y'. An object a rotates in the x'0'y' coordinate system without angular acceleration with the veloci-
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ty ±ω. The radius of rotation is equal to ρ2 . The study identified that at reverse rotations, the trajectory of joint motion 

represents an ellipse. The author determined all standard ellipse characteristics relating to the case under the study and 

identified the elliptical trajectory inclination. The study shows that if the joint motion trajectory is elliptical and the semi-

axes are equal (ρ1+ρ2) and |ρ1−ρ2|, then an object a undergoes circular motion in the x'0'y'coordinate system without angu-

lar acceleration with the velocity −ω. Just as the result of the superposition of two non-accelerated straight movements is 

also non-accelerated, i.e. a uniform and rectilinear movement, at the one-way rotations, the joint motion trajectory repre-

sents a circle. At circular motions with multiple speeds, the joint motion trajectory represents a snail. The practical aspect 

of the study is determined by the fact that the resulting formulas can be directly used in the CAD system when performing 

design works. 

Keywords: combination of motions; circular motions; elliptical trajectory; circular trajectory; multiple speeds. 
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